KOMPLEKSNA ANALIZA

Pavle Pandzi¢, 6. predavanje

Prisjetimo se:
Ako je (fn) niz funkcija definiranih na ), kazemo da red }_;” ; fx
konvergira lokalno uniformno na ) ako niz parcijalnih suma

sn=f+tfat +fa
konvergira lokalno uniformno na Q).

Drugim rije¢ima, za svaku to¢ku iz () postoji krug oko te tocke
sadrzan u () na kojem s, konvergira uniformno. Ekvivalentno, s,
konvergira uniformno na svakom kompaktnom K C .

Poseban slucaj reda funkcija je red potencija:
Z an(z - ZO)n/ (1)
n=0

gdje su a, (n € Ny), z i zo kompleksni brojevi.

Abelova lema. Neka je z/ # zg. Ako red brojeva } o> o a,(z' — zp)"
konvergira, tada red potencija Y, ax(z — zo)" konvergira apsolutno
i lokalno uniformno na K(zo,r), gdje je r = |2/ — zo|.

Sada ¢emo pokazati da je maksimalan otvoren skup na kome red
potencija (1) konvergira otvoren krug K(zo, r) za neki r € [0, +o0], pri
¢emu je K(zp,0) = @, K(zg, +o0) = C.

Odredit ¢emo eksplicitnu formulu za radijus r tog "kruga konver-
gencije" u terminima koeficijenata a,.

Limes superior
Neka je (pn)n niz nenegativnih realnih brojeva (p, > 0 za sve
n € IN).

Ako je (p;) neograni¢en, tada je limsup, p, = +o0. Ako je (p,)
ogranicen, tada je lim sup,, p, najvece gomiliste tog niza.

Sjetimo se da svaki ograni¢en niz ima bar jedno gomiliste. Zada-
tak: dokazite da za ograni¢en niz postoji najvece gomiliste, odnosno
da je supremum skupa svih gomilista i sam gomiliSte niza (p,).

Ocito, u slucaju konvergentnog niza vrijedi limsup,, o, = lim p;,.

Na primjer, ako je p, =3+ (—1)",n € N, tada je to ograniten niz
s gomilistima 2 i 4, pa je limsup,, o, = 4.

Neka su () i (Bn) dva niza nenegativnih brojeva. Pretpostavimo
da postoji B = lim, B,,. Tada je

lim sup(a,B,) = limsup ay, li}gn Bu,
n n



limsup(a;") = (limsup ocn)hm" B
n n

Cauchyjev kriterij.

Neka je ), a4, red kompleksnih brojeva. Tada:

1. Ako postoji pozitivan realan broj A < 1 takav da je {/|a,| < A
za sve n € N pocevsi od nekog ng, onda red ), a, apsolutno
konvergira.

2. Ako je {/|an| > 1 za beskonatno mnogo n € IN, onda red Y, a,
divergira.

Dokaz. (1) slijedi iz usporedbe reda Y, |a,| s geometrijskim redom
Y.u A", (2) slijedi iz nuZnog uvjeta konvergencije:

{lan| >1 = |ay|>1 = ayneteziuO.

Detaljnije u skriptama prof. Guljasa, Teorem 6.9;
https:/ /web.math.pmf.unizg.hr/ guljas/skripte/ MATANALuR.pdf

Korolar. Neka je )}, 4, red kompleksnih brojeva. Neka je g :=
limsup, {/|ay|. Tada:

1. Akoje g <1 tadared }, a, apsolutno konvergira.

2. Akoje g > 1red ), a, divergira.

Dokaz.

(1) Neka je A realan broj izmedu g i 1. Tada za sve n pocevsi
od nekog 1y vrijedi {/]ay] < A; u protivnom bi niz {/]a,| imao
gomiliste G > A > g, §to je kontradikcija. Dakle red ), a, apsolutno
konvergira po Cauchyjevom kriteriju.

(2) Svaka okolina (g —¢,q + ¢) od g mora sadrzavati beskona¢no
mnogo ¢&lanova niza {/|a,|. Ako uzmemo ¢ takav da je g —¢ > 1,
slijedi da je beskona¢no mnogo &lanova niza {/]a,| veée od 1. Dakle
red ), a, divergira po Cauchyjevom kriteriju. O

Teorem (Cauchy-Hadamard)
Neka je zadan red potencija Y, a,(z — z9)". Neka je

=1 € [0, +o0]
limsup {/|ay| ’ '

(1) Ako je r > 0, tada red potencija Y ;> an(z — z9)" konvergira
apsolutno i lokalno uniformno na K(zg, ). (Zar = +o0, K(zg,7) =
C.)

(2) Ako je r < +oo, tada za svaki z € C\ K(zg,7) red brojeva
Yoo an(z — zp)" divergira.



Dokaz
(1) Neka je z' € K(zg,r). Prema korolaru Cauchyjevog kriterija, red
brojeva Y, a,(z' — zp)" konvergira apsolutno, jer je

I_
limsup {/|an(z’ —z0)"| = |2’ — zo| limsup W: M <1

Prema Abelovoj lemi, red potencija Y 5" an(z — z0)" konvergira
apsolutno i lokalno uniformno na K(zo, |z — zo|).

Zbog proizvoljnosti z’ € K(z, r) slijedi tvrdnja (vidjeti kraj dokaza
Abelove leme).

(2) Neka je z € C takav da je |z — zg| > 7.

Tada je

thup n |an(Z*ZO)71| — |Zfzo|limsup W: @ > 1.

Dakle red Y ;" a,(z — 29)" divergira prema korolaru Cauchyjevog
kriterija. O

Za red potencija red Y ax(z — zp)" broj
1

r=—
limsup {/|ay|

nazivamo radijus konvergencije, a K(z(, ) krug konvergencije reda
potencija.

Pritom podrazumijevamo da mogu nastupiti slucajevir =0ir =

o0,

red divergira

apsolutha i
lokalno uniformna
konvergencija

@

20

Prema prethodnom teoremu, na K(z, ) red potencija konvergira
apsolutno i lokalno uniformno, a izvan njega divergira; za tocke s
kruZnice nemamo nikakav zakljucak.

1z toga slijedi da je krug konvergencije reda potencija najveci krug
oko zp na kojem zadani red potencija konvergira.



Primjer
Odredimo radijus konvergencije reda potencija Y, ,a,z" ako je

— 2", n neparan;
n =
3", n paran.

Kako je ({/an) = (2,3,2,3,2,3,2,3, ....) slijedi da je limsup, = 3.

Zato je traZeni radijus konvergencije jednak %

Teorem (Holomorfnost reda potencija)
Neka je r > 0 radijus konvergencije reda potencija Y5 a,(z —
z0)". Definiramo funkciju

f:K(zo,7) > C, f(z)= i an(z —zp)".

n=0

Tada je f holomorfna na K(zg,r) i za svaki m > 0 vrijedi

[7e

fE) = Yonn=1)- - n—m+ Dasz—20)"" (@)

n=m

za sve z € K(zq, 7).
Pritom je za svaki m > 0 radijus konvergencije reda (2) jednak r.

Dokaz.

S obzirom da zadani red potencija na krugu konvergencije K(z, r)
konvergira lokalno uniformno, prema Weierstrassovom teoremu o
nizu holomorfnih funkcija slijedi da red f(z) = Y5~ an(z — 29)" mo-
Zemo derivirati ¢lan po ¢lan, odakle slijedi (2).

Nadalje, radijus konvergencije reda za f’ iznosi

1
timsup YI0rE Dl g sup (“Yr T Y e ) -
1 1

lim;, 00 ”T'H 1
(lim "/n+1limsup "/]a, 1 |) N (1 : %)

Odavde slijedi da ¢e i svakom narednom derivacijom reda poten-
cija, novodobiveni red potencija zadrZzati isti radijus konvergencije
r. O

Uoc¢imo da, uz pretpostavke kao u prethodnom teoremu, uvrsta-
vanjem z = zg u (2) slijedi da je

(m)
= f"(z0) Vm > 0.

an | 7
m:

Dakle pocetni red potencija, odnosno funkcija f koju on definira, ima
oblik

f(z)= i f("il('zo)(z —z0)", Vz € K(zg,r).
n=0 :



Sljedeci teorem govori o razvoju holomorfne funkcije u red poten-
cija.
Teorem (o Taylorovom razvoju holomorfne funkcije)

Neka je f € H(Q)), zgp € Q te r > 0 takav da je K(zo,7) C Q.
Tada je

il (”)Z
f=Y ey veek@n, o)
n=0 :

pri ¢emu gornji red lokalno uniformno konvergira.

Formulu (3) nazivamo Taylorov razvoj funkcije f u red potencija
u okolini tocke z.

Dokaz
Neka je p € (0,7) i neka je ¥ kruZnica s centrom u zj radijusa p.

Tada za svaki z € K(zp, p), prema Cauchyjevoj integralnoj formuli,
vrijedi

1 fw) 1 f(w) 1
f(z)_rm[y zdw_Tme—zo'l_z_ZOdw' (4)

w p—
w—2zp

Neka je z € K(zg, p). Tada za sve w na kruZnici vy vrijedi

Z— 2
w — Zg

zZ—2Zp
P

Zato geometrijski red },, M" konvergira.

M = < 1.

Sada Weierstrassov M-test povlaci da red

L)

n=0

konvergira uniformno (po w) na 7.

Nadalje, vrijedi

i z—z0\" _ 1
w — 2 _1_2—20'

n=0

Sada iz (4), koriste¢i Lemu o zamjeni limesa i integrala te genera-
liziranu CIF, zaklju¢ujemo da je

0 = g [ 23 (2] w
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Primjer
Primijenimo prethodni teorem na funkciju f(z) = €* za sludaj zg =
0.

Kako je f(")(z) = ¢* za svaki n > 0 imamo da je f(")(0) = 1 za
svaki n > 0.

Sada je

:‘N

[ (n) [eS)
-y =1
n=0 n=0

za sve z € K(0,r), pri ¢emu je r > 0 takav da je K(0,7) sadrzan u
domeni funkcije f.

Kako je u nasem slucaju f cijela funkcija, to je K(0,7) C C za sve

r>0,paje
- Z 2 wvec
=0 n!
Daljnji primjeri su

) 271+1

sinz ;0 2n+1" Vz € C,

00 n 2n
Ccosz Z T Vz € C.

Nultocke kona¢nog reda
Neka je f € H(Q)) izp € Q.

(@) zo je nultocka od f kona¢nog reda m € INj ako je
flzo) = fz0) = ... = f" D(zo) =0 i f"(z0) #0.

Posebno, ako je f(zg) # 0, zo je nultocka reda 0.

(b) zg je nultotka od f beskonaénog reda ako je

R (z9) =0, Vk>o0.

(c) zp je izolirana nultocka od f ako postoji r > 0 takav da je
K(zp,7) CQif(z) #0, Vz € K(zo,7)\ {z0}-

Teorem (o izoliranosti nultocke konaénog reda)
Neka je f € H(Q) i zp € Q nulto¢ka od f kona¢nog reda m > 0.

Tada postoji r > 0 takav daje K(zp, ) € Qipostoji g € H(K(z,))
tako da je

(1) g(z) #0zasvez e K(zg,r),

(2) f(z) =(z—20)"g(z) za sve z € K(zo, 7).



Posebno, f(z) # 0 za sve z € K(zq,7) \ {zo}, pa je zo izolirana
nultocka od f.

Dokaz
Neka je p > 0 takav da K(zg,p) C Q.

Prema Teoremu o Taylorovom razvoju holomorfne funkcije je

o r(n)(y
f(z) = Z‘bf n(! 0) (z—20)", Vz e K(z0,p),

pri ¢emu gornji red lokalno uniformno konvergira na K(zo, p).

Kako je zp nultocka reda m imamo

0 n o g(m+n)
fo) = 3 L0 gy LG

= n! = (m+n)!

za sve z € K(zg,p).
Neka je

S G
g(z) = EW(Z —z0)", Vz € K(zo,p)

Lako se vidi da je radijus konvergencije ovog reda potencija jednak

£ (z)

radijusu konvergencije reda potencija } ;7 ,, —

N
Prema teoremu o holomorfnosti reda potencija zaklju¢ujemo da je

(z—2z0)", a taj je

8 € H(K(zo,0))-
Kako je zp nultocka reda m funkcije f, vrijedi

(m) (4
8(z0) = ! m(! o) # 0.

Zbog neprekidnosti od g u zp tada postoji r < p tako daje g(z) # 0
za sve z € K(zo, 7). O

Teorem (Princip jedinstvenosti holomorfne funkcije)

Neka je Q) podrudje i f € H(Q)). Neka je

N={zeQ: f(z) =0}.

Ako N ima gomiliste u (), tj. ako postoji w € ) takav da svaka
okolina od w sije¢e N \ {w}, tadaje f(z) =0 zasvez € Q.

Dokaz
Neka je w € Q) gomiliste skupa N. Tada postoji niz (w,) u N
takav da je w, # wzasve n € Niw = lim, w,.

Kako je f neprekidna, slijedi f(w) = lim, f(wy,) = 0. Prema tome,
w je takoder nulto¢ka od f.

Zbog postojanja niza nultocaka od f (razli¢itih od w) koji teze u
w, ocito je da w nije izolirana nulto¢ka od f.



Kako su sve nultocke kona¢nog reda izolirane po Teoremu o iz-
oliranosti nultocke kona¢nog reda, zaklju¢ujemo da je w nultocka
beskona¢nog reda.

Uvedimo sada skupove
U={z€Q: zjenultotka od f beskona¢nog reda},
V ={z € Q: zjenultotka od f kona¢nog reda m, m > 0}.
Ocito je
unv=090, UUV=0, U#Q,
(ovo zadnje vrijedi jer w € U).

Ako jos pokaZzemo da su U i V otvoreni skupovi, tada ée zbog
povezanosti od () slijediti da je V = @. Onda je (2 = U i zato je
f(z) = 02zasve z € ), pa je tada tvrdnja dokazana.

Pokazimo najprije otvorenost od U. Neka je zg € Uinekajer > 0
takav da je K(zp,7) C Q.

Tada je, prema Teoremu o Taylorovom razvoju holomorfne funk-
cije,

n

o (n)(y
f(z) = Z%)f (, 0) (z—1z29)", Vz € K(zg,7).

Kako je zp nultotka beskona¢nog reda, slijedi

f(z) =0, VzeK(z,r).

Dakle za sve z € K(zg,r) vrijedi
f(m) (z) =0, VYm>0.
Zato je K(zp,r) sadrzan u U. Time smo pokazali da je U otvoren
skup.

Pokazimo otvorenost od V. Neka je zg € V, to jest neka je zg
nultoc¢ka kona¢nog reda m > 0.

Prema Teoremu o izoliranosti nulto¢aka kona¢nog reda postoji r >
0 tako daje f(z) # 0 za sve z € K(zo,7) \ {20}

No, tada su sve z € K(zp,r) \ {z0} nultocke reda m = 0, pa je
K(zp,r) C V i gotovi smo. O

Sljedeci korolar malo bolje pojasnjava zasSto se prethodni teorem
naziva princip jedinstvenosti holomorfne funkcije.

Korolar
Neka su f, g € H(Q), pri ¢emu je Q podrudje.

Ako skup
{z€Q:f(z) =8(2)}

ima gomiliste u (), tada je f = g.



Dokaz. Primijenimo Princip jedinstvenosti na funkciju f — g. O

Ovaj korolar mozemo koristiti za brzo dokazivanje analogona for-
mula iz realne analize za istoimene kompleksne funkcije koje ih pro-
Siruju.

Primjer

Kako je sin(2x) = 2sinxcosx za sve x € R, onda primjenom
prethodnog korolara na funkcije f(z) = sin(2z) i g(z) = 2sinzcosz
slijedi f(z) = g(z) zasve z € C.

Naime, skup {z € Q: f(z) = g(z)} sadrzi R i zato ima gomiliste
u)=C.

Dakle, vrijedi sin(2z) = 2sinzcosz za sve z € C. (Tvrdnju doka-
zite i direktno iz formula za sin i cos.)

Zadatak
Odredite sve cijele funkcije za koje vrijedi

1. f(q) =0zasveq € Q;

2. f(x) =cosx+isinx zasve x € R.



